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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ШВИДКОСТІ ВІТРУ ТА 
ОБҐРУНТУВАННЯ ЇЇ ІМОВІРНІСНОЇ ПРИРОДИ 
 
Розглядаються основні величини, що однозначно описують математичну модель 
статичної і пульсаційної складових швидкості вітру, обґрунтовується їх імовірнісна 
природа. Аналізуються експериментальні дані коефіцієнта інтенсивності турбулентнос-
ті, інтегрального поздовжнього масштабу довжини турбулентності та коефіцієнта спа-
дання експоненти. 
 
Потік повітря характеризується частими випадковими змінами у 
часі й просторі як його швидкості, так і напрямку. Це потребує враху-
вання просторової і часової мінливості швидкості вітру і, як наслідок, 
розгляду багатовимірних випадкових процесів. Таким чином, виникає 
необхідність розгляду швидкості вітру в якості випадкового процесу з 
параметрами, що є випадковими величинами, такими як інтенсивність 
турбулентності, інтегральний поздовжній масштаб довжини турбулен-
тності, коефіцієнти спадання експоненти. 
Проблемі побудови математичних моделей вітрових впливів при-
свячено багато праць [1, 11-14, 16, 18-20].  




В даній роботі за експериментальними даними різних авторів ви-
конано статистичну оцінку й запропоновано ймовірнісні моделі для 
величин, за допомогою яких описується математична модель пульса-
ційної складової швидкості вітру. 
Просторовий потік повітря розглядається у декартовій системі 
координат х, у, z  із початком у точці О на поверхні землі. Тоді в будь-
який момент часу в довільній точці простору М з координатами х, у, z  
швидкість вітру можна представити у вигляді векторної суми: 
'
M M MV ( , , ) V ( , ) V ( , )z t z t zτ = + τ%% % ,   (1) 
де MV ( , )z t%  − векторний випадковий процес статичної складової 
швидкості вітру у макрометеорологічному масштабі часу t ; 'MV ( , )z τ%  
− векторний випадковий процес пульсаційної складової швидкості 
вітру у мікрометеорологічному масштабі часу τ . 
У загальному випадку просторовий потік M ( , , )V z t τ%  матиме три 
компоненти швидкості ( , , )U z t τ% , ( , , )V z t τ%  і ( , , )W z t τ%  у трьох взаєм-
но перпендикулярних напрямках. Однак у потоках з безвідносною 
стратифікацією, які представляють найбільшу цікавість для інженер-
них досліджень вітрових впливів, середня швидкість ( , )mU z t%  спрямо-
вана горизонтально, і сам вітер може характеризуватися у вигляді суми 
середньої і пульсаційної складових швидкості: 
MV ( , ) i ( , )mz t U z t= ⋅% % ,   (2) 
'
MV ( , ) i '( , ) j '( , ) k '( , )z u z v z w zτ = ⋅ τ + ⋅ τ + ⋅ τ% % % % ,          (3) 
де '( , )u z τ% , '( , )v z τ% , '( , )w z τ%  − випадкові процеси відповідно поздов-
жньої (вздовж вісі Ox ), поперечної (вздовж вісі Oy ) і вертикальної 
(вздовж вісі Oz ) компонент пульсаційної складової швидкості вітру. 
При переході від векторної до скалярної форми запису, формули 
(2) і (3) набувають вигляду: 
( , , ) ( , ) '( , )mU z t U z t u zτ = + τ% % % .       (4) 
( , , ) '( , )V z t v zτ ≡ τ% , ( , , ) '( , )W z t w zτ ≡ τ% .  (5) 
Для сталевих ґратчастих башт вплив компонент швидкості 
'( , )v z τ% , '( , )w z τ%  на сумарну реакцію споруди є несуттєвим, тому в 
інженерних розрахунках обмежуються розглядом реакції споруди 
тільки у напрямку дії вітру, приймаючи за основу математичної моделі 
швидкості вітру вираз (4).  




1. Математична модель статичної складової швидкості вітру. 
Математичну модель статичної складової швидкості вітру ( , )mU z t%  
представимо відповідно до робіт [4-8, 10, 16, 17, 19] у вигляді добутку 
стаціонарного випадкового процесу 
,10 ( )mU t%  і детермінованої функції 
( )h zϕ : 
,10( , ) ( ) ( )m m hU z t U t z= ⋅ϕ% % ,   (6) 
де ( )h zϕ  − функція зміни швидкості вітру за висотою z ; ,10 ( )mU t%  − 
випадковий процес статичної складової швидкості вітру на висоті 
10z = м. 
По конкретизації функції ( )h zϕ  сьогодні існує дві пропозиції, 
відомі як логарифмічний і степеневий закони [1, 8, 11]: 
• логарифмічний закон: 0
0





ϕ = ,          (7) 
• степеневий закон: ( ) ( /10)h z z αϕ = ,           (8) 
де 0z  − параметр шорсткості поверхні землі у метрах; α  − показник 
ступеню, що є функцією параметра 0z . 
Випадковий процес 
,10 ( )mU t%  представляється моделлю стаціона-
рного (або квазістаціонарного) випадкового процесу з розподілом ор-
динати за законом Вейбулла: 
1( ) / exp[ / ]uf u u uβ− β= β α − α ,  (9) 
( ) 1 exp[ / ]uF u uβ= − − α ,              (10) 
де ( )uf  , ( )uF   − щільність та функція розподілу випадкового проце-
су; α  і β  − параметр масштабу і форми розподілу Вейбулла, які одно-
значно визначають математичне сподівання 
,10mU , стандарт ,10ˆmU  і 
коефіцієнт варіації 
,10mV  процесу ,10 ( )mU t% : 
1/ 1
,10 (1 )mU β −= α Γ + β ,   (11) 
2 / 1 2 1
,10
ˆ [ (1 2 ) (1 )]mU β − −= α Γ + β − Γ + β ,  (12) 
1 1 2
,10 (1 2 ) / (1 ) 1mV − −= Γ + β Γ + β − .  (13) 




Нормована спектральна щільність 
,
( )msω ω  випадкового процесу 
статичної складової швидкості вітру може бути описана одним із вира-
зів, рекомендованих роботою [7]. Ці вирази, разом з нормованою коре-
ляційною функцією 0( )mρ τ , ефективною частотою ,e mω  і коефіцієн-
том широкосмуговості 
,mωβ  наведені у таблиці. У практичних розра-
хунках частіше залучаються до розгляду характеристики п.3 цієї таб-
лиці.  
Частотні характеристики випадкового процесу 
,10 ( )mU t%  
№ п/п 0( )mρ τ  , ( )msω ω  ,e mω  ,mωβ  
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Примітка: масштаб часу при побудові нормованої кореляційної функції випадко-
вого процесу 
,10 ( )mU t%  приймається у добах. 
 
2. Математична модель пульсаційної складової швидкості вітру. 
Математичну модель пульсаційної складової швидкості вітру '( , )u z τ%  
представимо відповідно до рекомендацій робіт [1, 12, 18, 20] у вигляді 
стаціонарного ВП  з нульовим математичним сподіванням і стандар-
том 
'uσ : 
' ' *u u uσ = β ⋅ ,   (14) 
де 
'uβ  − коефіцієнт інтенсивності турбулентності; *u  − динамічна 
швидкість вітру: 
* ,10 0( ) /[2,5ln( / )]mu U t z z= % .  (15) 
Важливою характеристикою випадкового процесу '( , )u z τ%  ви-
ступає також його спектр пульсацій. Існує досить багато виразів для 
спектрів пульсацій швидкості вітру в різних інтервалах частот. Аналіз 
і співставлення цих спектрів виконано в роботах [8, 9]. У даній статті 




для опису спектру пульсацій поздовжньої компоненти швидкості вітру 
скористуємося виразом [18] 
' ' '
2 5 / 3
' ' '
( , ) ( ) / ( , )
[1 1,5 ( ) / ( , )]
u u u m
u u u m
nS z n d L z n U z t





,  (16) 
де n  − частота пульсацій вітру; 





відповідно до рекомендацій G.Solari [18]); 
'
( )uL z  − 
інтегральний масштаб довжини турбулентності [15, 18]: 
'
0
( ) 300 ( / 200) ,
0,67 0,05ln( ),





   (17) 
де uλ  − величина, роз’яснення якої наводиться нижче. 
Формула (16) дозволяє описати широке коло відомих на сьогодні 
спектрів пульсацій швидкості вітру і закладена у загальноєвропейські 
норми Eurocode 1 [15] при нормуванні вітрових впливів на будівельні 
конструкції. Приклади побудованих за формулою (16) спектрів пуль-
сацій швидкості вітру при різних значеннях величин ( , )mU z t% , '( )uL z  
наведено на рис.1. 
Виступаючи універсальною характеристикою атмосферної турбу-
лентності, спектр пульсацій швидкості вітру не дає можливості описа-
ти просторову мінливість останньої. Просторовий розподіл пульсацій 
вітру оцінюється завдяки функції  просторової когерентності,  яка ха-
рактеризує кореляцію однойменних пульсацій швидкості вітру у двох 
точках простору M  та 'M , розташованих на відстані 'z z−  одна від 
одної. Для оцінки функції просторової когерентності A.Davenport [12, 
13, 15] запропонував модель, що в подальшому була розвинена в робо-
тах інших авторів. 
Цей підхід виражається формулою 
'






U z t U z t
 −
Λ = − 
+ 
% %
,      (18) 
де zuC  − коефіцієнт спадання експоненти. 
Існують також інші пропозиції по врахуванню просторової коре-
ляції пульсацій швидкості вітру (їх детальний аналіз виконано в роботі 
[8]).  
Зазначимо, що власне функція (18) в розрахунках конструкцій не 
використовується, а залучається до розгляду при оцінці взаємного спе-
ктру пульсацій швидкості вітру: 








Рис.1 – Спектри пульсацій поздовжньої компоненти швидкості вітру при  z =  10 м: 
а – при  u = 10 м/c;   б – при  u = 20 м/c.  
61,35uL =  м; 
91,85uL =  м; 
77,60uL =  м; 
36,66uL =  м; 
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' ' ' ' '
( , ', ) ( , ) ( ', ) ( , ', )u u u u uS M M n S z n S z n M M n= Λ .  (19) 
Представлення пульсаційної складової швидкості вітру у вигляді 
стаціонарного випадкового процесу ускладнюється стохастичним роз-
кидом його основних параметрів: коефіцієнта інтенсивності турбулен-
тності 
'uβ , інтегрального поздовжнього масштабу довжини турбулен-
тності  
'
( )uL z  і коефіцієнта спадання експоненти zuC . Крім того, ста-
ндарт 
'uσ  випадкового процесу '( , )u z τ% , його енергетичний спектр 
'
( , )uS z n  і функція просторової когерентності ' ( )u nΛ  залежать від 
ординати ВП статичної складової швидкості вітру. У зв’язку з цим був 
проведений масштабний аналіз наявних на сьогодні експерименталь-
них даних по величинам 
'uβ , '( )uL z  і zuC . 
3. Імовірнісний опис коефіцієнта інтенсивності турбулентності. 
Статистичний розкид коефіцієнта інтенсивності турбулентності 
'uβ  
ілюструє рис.2, на який нанесено експериментальні дані 14 різних ав-
торів. Також на рис.2 нанесена теоретична залежність коефіцієнта 
'uβ  
від параметру шорсткості поверхні 0z , що осереднює експеримента-
льні дані: 




Рис. 2 – Експериментальна статистична оцінка коефіцієнту інтенсивності 
турбулентності та його теоретичне обґрунтування 
 
Коефіцієнт варіації 
'uβ  практично не залежить від параметру    
шорсткості поверхні 0z  і становить приблизно 0,25uVβ = . 




Імовірнісна природа коефіцієнту інтенсивності турбулентності 
обумовлює імовірнісну природу стандарту пульсацій швидкості вітру. 
У зв’язку з цим формулу (14) можна подати у вигляді: 
' ,10 ( )u u mU tσ = ε %%% .      (21) 
Тут uε%  − випадкова величина інтенсивності турбулентності: 
0/ ln( / )u k z zεε = %% ,    (22) 
де kε%  − випадкова величина, що має нормальний розподіл, математич-
не сподівання 
'
0,4 ukε = β  і стандарт 'ˆ 0,05 ukε = β . 
У детермінованих інженерних розрахунках мінливістю величини 
z∆  нехтують, назначаючи їй постійне значення. Наприклад, у 
Eurocode 1 [15] і ДБН [2] 1kε = , хоча, якщо скористатися правилом 
«трьох сигм» [3], для розрахункового значення коефіцієнта zk  отри-
маємо 
, '
0,55p ukε = β .        (23) 
Для діапазону шорсткостей 0 0,003 1,0z = ÷ м, відповідно до 
норм [2, 15], можна записати діапазон зміни розрахункового значення 
величини 
,
1,5 1,2pkε = ÷ . Зазначимо, що у Eurocode 1 введено коефі-
цієнт ik  (turbulence factor), аналогічний за змістом коефіцієнту kε , але 
його нормування повинно здійснюватися на підставі державних стан-
дартів; якщо у державних стандартах відсутня інформація, щодо чис-
лової оцінки коефіцієнта ik , його значення повинно бути рівним оди-
ниці.  
4. Імовірнісний опис інтегрального поздовжнього масштабу до-
вжини турбулентності. Фізичний зміст масштабу турбулентності 
'
( )uL z  полягає в тому, що він визначає характерні розміри турбулент-
них вихрів у напрямку середнього руху потоку. Залежить масштаб ту-
рбулентності від шорсткості поверхні землі 0z  і висоти z , на якій діє 
вітровий потік. При цьому характер цієї залежності не є строго функ-
ціональним, а лише має певний кореляційний зв’язок, величину якого 
було досліджено на основі статистичних даних двадцяти робіт закор-
донних вчених. Оброблена статистика ілюструється рис.3. На        
рис.3, а, в, д наведено результати експериментальних вимірів масшта-
бу турбулентності, а рис.3, б, г, е разом з експериментальними даними  

















Рис.3 – Експериментальна статистична оцінка поздовжнього інтегрального 
масштабу довжини турбулентності:  
а – шорсткість поверхні z0 = 0,01 м; б – шорсткість поверхні z0 = 0,1 м;  
в – шорсткість поверхні z0 = 1,0 м. 




містить лінійну регресійну залежність (17), яка приблизно апроксимує 
дані експериментальних вимірів. Згідно з (17), імовірнісну природу 
величини 
'
( )uL z%  обумовлюють імовірнісні властивості величини uλ% . 
Сама випадкова величина uλ%  має нормальний розподіл ординати, ма-
тематичне сподівання 1uλ =  і коефіцієнт варіації , 0,25L uV = . 
5. Імовірнісний опис коефіцієнта спадання експоненти. Коефіці-
єнт спадання експоненти zuC  визначається експериментально і зале-
жить від висоти над поверхнею землі і швидкості вітру. Деякі дослід-
ники виражають думку про залежність zuC  і від шорсткості поверхні 
землі. Статистичні характеристики коефіцієнта
 
zuC , отримані на ос-
нові представницького об’єму експериментальних даних, такі: матема-
тичне сподівання 10zuC = , коефіцієнт варіації 0,2CzuV = , закон роз-
поділу − нормальний. Таким чином, коефіцієнт спадання експоненти є 
найбільш невизначеною величиною у математичній моделі випадково-
го процесу пульсаційної складової швидкості вітру. Так, залежність 
коефіцієнта zuC  від шорсткості поверхні землі, висоти над поверхнею 
землі і швидкістю вітру недостатньо обґрунтовані і тому є джерелом 
похибок при розрахунках споруд. Отже, необхідні подальші дослі-
дження у цій області як теоретичні, так і експериментальні. 
Таким чином, на основі експериментальних даних виконано ста-
тистичну оцінку та запропоновано математичні імовірнісні моделі для 
таких величин, як коефіцієнт інтенсивності турбулентності, інтеграль-
ний поздовжній масштаб довжини турбулентності та коефіцієнт спа-
дання експоненти. В наступному це можна використати для побудови 
узагальнених імовірнісних моделей вітрового навантаження на висотні 
будівлі та споруди. 
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К ВОПРОСУ О ВЛИЯНИИ СЛОИСТОСТИ ОСНОВАНИЯ  
НА УСИЛИЯ В ЭЛЕМЕНТАХ ПЕРЕКРЫТИЙ ДЛЯ МНОГОЭТАЖНЫХ 
МОНОЛИТНЫХ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ЗДАНИЙ  
ПРИ СЕЙСМИЧЕСКИХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ 
 
Анализируется влияние слоистости основания на усилия в элементах перекрытий 
монолитных каркасно-стеновых железобетонных зданий, выполненных для сейсмиче-
ских условий  Сирийской Арабской Республики. 
 
Сейсмостойкость сооружения – это  та часть общей динамики со- 
